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R. Coil and B. Vauquelin have constructed (cf [1]) a one to one correspondence from rooted 
planar maps onto rooted well-labeled trees (trees whose vertices are labeled with natural 
numbers that differ by at most one on adjacent vertices). This correspondence does not 
associate other families of planar maps (e.g. planar hypermaps,...) and easily definable 
families of trees. The main result of this paper (Theorem 1, Section 1I) is to construct anew 
one to one correspondence from rooted planar maps onto rooted well-labeled trees which also 
associates rooted planar hypermaps with n edge-ends (called 'brin' in French) and rooted very 
well-labeled trees (well labeled trees whose adjacent vertices have not the same label) with n 
edges. This last result is given in Section 3, Theorem 2. 
The coding of rooted very well-labeled trees by words extending Dyck's words (or 
parenthesis systems), allows their enumeration, hence the enumeration of rooted planar 
hypermaps. This side is the subject of a work in progress under B. Vauquelin. 
Introduction 
Dans [1], R. Cod  et B. Vauquel in ont construit une bi jection entre les cartes 
planaires point6es et les arbres bien 6tiquet6s point6s. Cette bi jection ne met pas 
en correspondance certaines autres families de cartes planaires (hypercartes 
p lana i res , . . . )  avec des families d'arbres facilement caract6dsables. Le principal 
r6sultat de cet article est d'6tablir une nouvelle bi jection entre cartes planaires 
point6es et arbres bien 6tiquet6s point6s (Th6or~me 1 du II), qui permet de 
mettre en correspondance l s hypercartes planaires point6es ~ n br im et les 
arbres tr~s bien 6tiquet6s point6s ~t n ar~tes (Th6or~me 2 du III). 
Le codage des arbres tr~s bien 6tiquet6s par des mots g6n6ralisant les roots de 
Dyck, permet leur 6num6ration et donc permet le d6compte des hypercartes 
planaires point6es. Cet aspect fait l 'objet d'un travail en cours par B. Vauquelin. 
1. D6finifions 
Les notations et d6linitions rappel6es ci-dessous ont celles introduites par R. 
Cod  et B. Vauquel in dam [1]. 
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1.1. Cartes combir~atoires 
Soit Z,,, l 'ensemble des entiers non nuls de module maximum m. 
Zm={-m, . . . , -1 ,1 , . . . ,m}.  
On note a~ l'involution sans point fixe d6finie sur Z,, par 
re(i) = - i .  
Pour tr permutation sur Z,,,, on note Z(a)  le nombre de cycles de t ret  ~r la 
permutation sur Z,, d6fmie par ?r = tro a~. 
Une carte combinatoire h m aretes est une permutation tr sur Z,, teUe que le 
couple (a, tr) engendre un groupe transitif sur Z,,. 
On appelle sommets (resp. faces, ardtes) de la carte combinatoire (a, a0, les 
cycles de tr (resp. O, c~). Les 616ments de Zm sont appel6s les br/ns de la carte. 
Une paire de brins (i, - i )  est une ar8te de la carte (cycle pour a 0. 
Le genre g(o, ol) d'une carte (tr, a~) sur Z,, est d6fini par 
g(o, ol) = ½{m + 2 - Z(o) - Z(O)}. 
Le genre d'une carte combinatoire st un entier non n6gatif. S'il est nul, la carte 
est planaire. 
1.2. Arbres 
Une carte planaire ~ une seule face (Z(O) = 1) est un arbre. Un arbre 6tiquet6 
est un arbre dans lequel chaque sommet est 6tiquet6 par un entier naturel. 
L'arbre est dit bien 6tiquet6 si le sommet initial du brin 1 (cycle de tr engendr6 
par 1) est 6tiquet6 0 et si deux sommets adjacents ont des 6tiquettes ditt6rant au 
plus d'une unit6. Un arbre est dit tr6s bien 6tiquet6 si de plus, deux sommets 
adjacents n'ont pas la m~me 6tiquette. 
On note e(s) (resp. e(b)) l'6tiquette du sommet s (resp. du sommet initial du 
brin b) et (o, tr; e) un arbre (tr, a 0 6tiquet6 par e. 
1.3. Reprdsentation d'une carte combinatoire 
Soit (o, tr) une carte combinatoire sur Z m. On repr~sente les cycles 
(a, o (a ) , . . . ,  oka) de o par des points situ6s dans cet ordre sur un cercle pour un 
sens de rotation choisi. On joint alors les points 6tiquet6s a et -a  par une ar~te. 
Par exemple, la carte combinatoire d6fmie sur Zu par 
t r= (1, 2, -2 ,  3, 4, 5)( -1,  11, 10, -3 )  
( -11,  6, -4 ,  7)( -6,  -5 ) ( -7 ,  8, 9, -8 ,  -10) ( -9 )  
est rep6sent6e, en contractant chaque cercle d6fmi ci-dessus en un point et en 
notant ces six sommets de sl ~ s6 (Fig. 1). Le sens de rotation choisi pour 
repr6senter les cycles de tr est le sens contraire des aiguilles d'une montre. 
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On a, O= (1, 11, 6, -5)(2, 3, -1)( -2)(4,  7, 8, -10, -3)(5, -6 ,  -4 ) ( -7 ,  -11, 
10)(-8, 9, -9).  On note respectivement de fl a f7 les 7 faces de cette carte dans la 
suite. 
1.4. Cartes planaires pointdes 
Deux cartes planaires (o, c~) et (o', c~) sur Zm sont isomorphes 'il existe une 
permutation q9 sur Zm teUe que 
qg(1) = 1, qgoq9 -1 = o', qgo~ = o~qg. 
Une carte planaire point6e est une classe d'6quivalence modulo cet isomor- 
phisme. Le brin 1 et son sommet initial sont dits point6s. 
Un arbre 6tiquet6 point6 est une classe, dans l'ensemble des arbres 6tiquet6s, 
pour la relation d'isomorphisme d6finie ci-dessus, h laquelle on impose de plus de 
pr6server l'6tiquetage: e = eqo. 
2. Bijection entre cartes planaires point6es et arbres bien 6tiquet~s point6s 
2.1. Notations 
Soit o une permutation sur A, et Bun  sous-ensemble de A. 
o*B est le plus petit sous-ensemble de A, contenant B, et stable par o. 
Pour b darts B, ale(b ) est le premier brin dans B parmi o(b), o2(b), . . . .  
2.2. Construction de l'arbre bien 6tiquet6 associ6 ?tune carte 
Soit (o, re) une carte planaire sur Zm. On associe ~ cette carte, un arbre O sur 
Zm et un 6tiquetage e de cet arbre de fa~on ~t ce que l'application (o, c~)--, 
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(O, tr; e) soit une bijection de l'ensemble des cartes planaires ur l'ensemble des 
arbres bien 6tiquet6s. 
2.2. a D~nition de e 
Soit sun sommet de la carte planaire (a, a~) de sommet point6 Sl = a*{1}. Soit 
e(s), la longueur (hombre d'ar~tes) d'un plus court chemin joignant sl a s (en 
particulier e(sO = 0). Les brins issus d'un sommet 6tiquet6 i sont donc 6tiquet6s i.
S in  est la plus grande distance d'un sommet de la carte au sommet point6, on 
note Bt, 0 ~< i ~< n, l'ensemble des brins de la carte 6tiquet6s i. Ces ensembles Bt 
sont stables par a. 
Dans notre exemple (el. Fig. 1) 
E(S1) = 0, E(82)= E(S3)= E(S4)= 1, E(S5)= 2, ~(S6)= 3. 
Bo = {1, 2, -2,  3, 4, 5}, B 1 = {-1, 11, 10, -3, -11, 6, -4, 7, -6,  -5) ,  
B2= {-7, 8, 9 , -8 , -10} ,  B3 = {-9}. 
Remarque 1. Si pour la fonction d'6tiquetage , tous les brins d'un m~me 
sommet ont n6cessairement la m~me 6tiquette, l'ensemble des 6tiquettes des 
brins d'une m~me face peut constituer un intervalle quelconque inclus darts [0, n]. 
(Cf. Remarque 5, en fm d'article pour une justification intuitive du choix de la 
d6fmition de e.) 
Pour m6moire, ~t la diff6rence de cet 6tiquetage, celui utilis6 par Cod et 
Vauquelin darts [1], traite les faces et les sommets de faqon sym6trique. En effet, 
apr~s avoir 6tiquet6 0 les brins de la face ext6rieure O*(1), on 6tiquette dans [1], 
alternativement impair et pair respectivement l'ensemble des sommets puis 
l'ensemble des faces 'atteints' par la fonction d'6tiquetage t non encore 
compl~tement 6 iquet6s. Tout sommet (resp. face) a alors les 6tiquettes de ses 
brins dans un intervalle du type [2i, 2i + 1] (resp. [2i + 1, 2i + 2]). 
La d6fmition de 0, alors donn6e dans [1], comme restriction de a (resp. ?r) 
k.Jt~0 B~ (resp. k_Jt~oB2/+l), diff~re de celle donn6e d dessous, associ6e ~ une 
partition, essentieUe dans la suite, de chaque ensemble Bi en deux sous-ensembles 
F~ et St. 
2.2. b. D~,finition de 0 sur Z,, 
A chaque face ). (cycle de O) de la carte donn6e, on associe m(;,): valeur 
minimum des 6tiquettes des brins d6fmissant cette face. 
Pour i appartenant ~ {0 , . . . ,  n}, F~ est alors l'ensemble des brins b de Bt dont 
l'6tiquette i est 6gale ~ m(~r*{b}) (valeur minimum des 6tiquettes des brins de la 
face engendr6e par b). On pose 6galement St = Bt\F~ pour 0 <~ i ~ n. 
On d6finit alors pour i darts {0 , . . . ,  n} 
O(a) = ols~(a ), si a est darts St 
O(a) = ~rln(a ), si a est dans Fi. 
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Th6or~me 1 (1) (O, a) muni de l'~tiquetage d~fini par e est un arbre bien dtiquetL 
(2) L'application T dOinie ci-dessus qui ?~ (o, o:) associe (0, tr; e) est une 
bijection de l'ensemble des cartes planaires sur l'ensemble des arbres bien ~tiquet~s. 
Cette bijection conserve les ar~tes. Elle donne par passage au quotient une bijection 
de l'ensemble des cartes planaires point~es sur l'ensemble des arbres bien 
~tiquet~s poinMs. 
Rem~rqne 2. En eons6quence des d6fmitions de e et 0, il appara~tra dans la 
reconstruction d'une earte planaire a partir de l'arbre bien 6tiquet6 assoei6 (ef. 
Lemmes 2 et 4 ei-dessous), que la bijeetion T induit une correspondanee 
bijeetive: 
d'une part entre les faces de la carte planaire et les sommets de l'arbre associ6 
qui sont des minimum loeaux pour la fonction d'6tiquetage (ce sont les sommets 
de l'arbre bien 6tiquet6 assoei6 dont l'6tiquette st inf6rieure ou 6gale a celles de 
son p~re et de ses ills 6ventuels dans l'arbre); 
et d'autre part entre les sommets (autres que le sommet point6) de la carte 
planaire, et les sommets de l'arbre bien 6tiquet6 assoei6 qui ne sont pas des 
minimum loeaux. 
Par ailleurs, darts la bijeetion donn6e dans [1], les sommets (resp. faces autres 
que la face 0"(1)) de la carte planaire, sont en bijection avec les sommets 
6tiquet6s pairs (resp. impairs) darts l'arbre bien 6tiquet6 assoei6. 
Si l'on compose la bijeetion T d6finie ei-dessus avec l'op6ration classique de 
dualit6 dans les cartes planaires (ef [2]), on d6duit alors de ces deux resultats, 
qu'il existe tree bijection interne aux arbres bien 6tiquet6s point6s, qui 6change 
pour deux arbres assoei6s, les sommets pairs (resp. impairs) du premier et les 
sommets minimum (resp. non minimum) loeaux du second. Une telle bijection, 
sans passage interm6diaire par les cartes planaires, reste ~ construire. 
Dans notre exemple, on obtient: 
re(f1) = re(f2) = m(fs) = re(f4) = m(f5) = O, m(f6) = 1, re(f7) = 2; 
Fo = Bo, F~ = {-11, 10}, F2= {-8, 9}, F3=O; 
So=O (c'est toujours le eas), S1 = {-1, 11, -3, 6, -4,  7, -6,  -5}, 
$2 = {-7, 8, -10}, Sa= {-9}; 
Ol~= (1)(2, 3)(-2)(4)(5), bin = (-11, 10), Ola = (-8, 9); 
a ls ,=(-1 ,  11, -3)(6, -4,  7)(-6, -5), als ~=(-7 ,  8, -10), also= (-9). 
Done 0= (1)(2, 3)(-2)(4)(5)(-11, 10)(-8, 9)(-1, 11, -3)(6, -4, 7)(-6, -5 ) ( -7 ,  
8, -10)(-9) ,  l'6tiquetage des brins de O 6tant le m~me que celui de la carte a, ee 
qui donne l'arbre dam lequel l'6tiquetage est donn6 par les ehiffres entour~s d'un 
cercle (Fig. 2). 
La d6monstration de l'existenee de la bijection T et de ses propri~t~s r6sulte 
des quatre lemmes d6montr~s ci-dessous. Aux techniques raises en place par Cod 
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et Vauquelin, s'ajoutent ou se substituent d'une part ceUes r6sultant directement 
du choix de la fonetion d'6tiquetage e en tant que distance au sommet point6 (cf 
par exemple, le calcul du nombre de cycles de 0 dans I..Ji~l Si au Lemme 2, et la 
caract6risation des ensembles F~ au Lemme 4), et d'autre part les difficult6s 
suppl6mentaires, dues ~ la partition, pour i 1> 0, de Bi en deux sous-ensembles F~
et S i (cf par exemple la d6monstration du Lemme 1 et celle de l'injectivit6 de T, 
au Lemme 4, qui n6cessite de reconstmlre, pour i >i 0, les ensembles S i, F~, #*(F~), 
partir de l'arbre bien 6tiquet6 associ6). 
Lemme 1. (6, a') est une carte 
D6monsWation. I1 faut montrer qu~ le groupe G engendr6 par {6, ~r} est transitif 
sur Zm. I1 SUffit de prouver que pour tous aet  b dans Zm tels que a = a(b), il 
existe un 616merit g du groupe G tel que a = g(b) (on utilise le fait que {a, tr} 
agit transitivement sur Zm). 
Remarque pr~liminaire. Fn est stable par #; en effet, si une face Z est telle que 
re(Z) = n, alors tous ses brins ont une 6tiquette minor6e par n, par d6fmition de 
mQ.), et major6e par n, par d6finition de n. Done tousles brins de cette face (cycle 
pour #) sont dans F~. 
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Cas 1. Si a est dans B~, et donc b dans B,, (stable par tr): 
(a) Si a est dans F~, on a -b  =-o - l (a )=f r - l (a )  est dans F~ donc par 
d6finition de 6, -b  = 0-~(a), soit a = 60 c~(b); 
(b) Si a est dans S~. Posons bl = b, bE = cr-l(b~), • • •, bp = cr-~(bp_~), ofa bp est 
le premier brin de cette suite qui est dans S~, les pr6c6dents 6tant dans F~. Alors, 
par d6finition de 6, a = O(bp) (=Crls.(bp)). 
D'autre part, pour 1 <~ l <p,  b l = cr(bt+l) avec bl dans F~. Donc d'apr~s le Cas 
1.a il existe g~ dans (~ tel que b~ = g~(b~+~) et donc b = bl = gxg2" ' "  gp-~O-~(a), 
d'of~ a en fonction de b. 
Cos 2. Supposons par r6currence avoir d6montr6 le r6sultat pour tous brins a et b 
tels que a = tr(b) et que a ait une 6tiquette sup6rieure ~ i. Supposons alors a dans 
Bi, et donc b dans B~ (stable par or). 
(a) Si a est dans F/, tous les brins de la face ~r*(a) sont dans F/ou dans Uj>i S i. 
Posons bl =-b  = #-l(a),  bE = ~r-l(bl) . . . .  , bp = fr- l (bp_l)  of 1 bp est le premier 
brin dans F/, les autres 6tant dans Uj>i Sj. Alors, par d6finition de 0 sur F~, 
a = O(bp). De plus, pour 1 ~< l <p,  b l = fr(bl+l) avec bl dans Uj>i S# 
Donc par hypoth~se de r6currence, il existe gl, 1 <<-l <p,  dans (~ tels que 
-b  = b 1 = gig2" " "gp- lO- l (a) ,  d'oO a en fonction de b. 
(b) Si a est dans S~ la d6monstration est la m~me qu'au Cas 1.b en rempla~ant 
n par i. [] 
Lemme 2. (6, a') est un arbre. 
D6monstration. D6terminons le nombre de cycles de 6: 
(a) F = Ui~o F~ est stable par 6 (par d6finition de 6) et, Z(61F ) = Z(fr). En 
effet 6 est d6finie sur Fen  associant ~ chaque face (cycle de #) un cycle pour 6; 
(b) S = Ui~l Si, (So = ~), est stable par 6. 
Le sommet point6 a tous ses brins 6tiquet6s 0 et donc (6vident) a tous ses brins 
dans F. C'est le seul. Tout autre sommet (cycle pour a non 6tiquet6 0) poss6de au 
moins un brin qui soit dans S. En effet, soit sun  sommet indus dans F~, 6tiquet6 i 
non nul, sl un sommet adjacent h s, et (bl, -b l )  une ar~te liant Sl (sommet 
initial de bl) ~ s: Le brin b = ~r(bx) = a( -bx) ,  est un brin de s, donc appartient 
F~. Par suite b 1 (et donc s~), qui appartient ~ la m~me face que b, est 6tiquet6 j 
sup6rieur ou 6gal ~ i. 
On a donc d6montr6 que tout sommet adjacent au sommet s, a une 6tiquette 
sup6rieure ou 6gale h i. Le sommet s devrait donc (du fait de la notion de 
distance utilis6e pour 6tiqueter les sommets) 8tre 6tiquet6 i + 1; c'est une 
contradiction. Le sommet s ne peut donc pas ~tre inclus dans F~ (i non nul). Par 
suite, le d6finition de 0 entraine que Z(Ois ) = Z(a)  - 1. 
(c) On d6duit du (a) et du (b) que Z(6)= Z(cr )+ Z(O) -1 .  Or, g(6, oc)= 
½(2 + m - Z (6) -  Z(~)). Donc 
g(6, ac) = g(a, c~) +½(1-  Z(O)) =½(1-  Z(~)) 
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et g(O, o~) doit 8tre un entier naturel. Donc Z(O) -  1. et par suite, g(O, tr)= O. 
Donc, (0, o~) est une carte planaire et un arbre. [] 
Lemme 3. (8, tr) est bien ~tiquet# par e. 
D6monstration. C'est 6vident par la d6finition de e. [] 
Lemme 4. L'application qui ~ la carte planaire (e, o:) fait correspondre l'arbre 
bien dtiquet# (O, oc; e) est une bijection. EUe induit par passage au quotient une 
bijection de l'ensemble des cartes planaires pointdes sur l'ensemble des arbres bien 
~tiquet#s pointds. 
D~monstration. 
Remarque 3. On utilise dans la d6monstration ci-dessous, le lemme technique 
introduit dans [1]. 
Lemme. Soient A '  et A" deux ensembles disjoints de rdunion A. Soit ¢p une 
injection de A '  dans A,  sans cycle dans A '  (c'est-a-dire une suite a 1, . . . ,  ap dans 
A '  telle que pour 1 <<- i <p ,  cp(ai) = ai+ 1 et q0(a~,) = as). Soit e~ une permutation de 
A". Alors, il existe une unique permutation 0 sur A telle que: 
OiA. -- Od', 
O(a) = cp(a), pour  a dans A' .  
On note 0 = TA,,,A,(O~, ~). 
(1) Pour prouver l'injectivit6, nous allons montrer que (o, tr) est uniquement 
d6termin6e par son image (b, o~) 6fiquet6e par e. 
La ditficult6 essentielle qui apparait ici, dans la reconstruction de la carte 
planaire (a, if) ~ l'aide du lemme pr6c6dent, consiste ~l reconstruire les ensembles 
So F/ et O*(F/), i~>0, it partir de l'arbre bien 6tiquet6 associ6 (0, a~; e). (Cette 
difficult6 n'existe pas dans [1], oh le r61e des ensembles Si et F/ dans la 
reconstruction est jou6 par les ensembles B~ et B2/+1, avec e*(B2i ) = B2/t3 B~+ 1 
et o*(B2/+1)= B~+I O B2/+2, cf Remarque 1.) 
(a) Les ensembles B/, 0 <~ i ~< n, sont d6termin6s par a • Bi ¢~ e(a) = i. 
(b) D6termination des ensembles F~ et Si. 
Ces ensembles F~ et S~ sont stables par 0; ce sont done des r6unions de sommets 
de l'arbre, 6tiquet6s i.
Pour i dans {0, . . . ,  n}, S~ = Bj\F~ et F~ est l'ensemble des sommets 6tiquet6s i 
de l'arbre dont les sommets adjacents dans l'arbre sont 6tiquet6s ] ~> i. 
D6montrons cette caractdrisation de F~. 
• Soit (b l , . . . ,  bk) uric face f, cycle pour b, telle que le sous-cycle (hi1, • • . ,  bi,) 
soit un sommet ~ de 0 inclus darts F/ (on a m( f )= i). Alors, pour l dans 
{1 , . . . ,  r}, a(-b i t )=O(bi , )=bi ,+l  (ou bl si it = k) par suite, e(-bi , )  = e(bit+l) >>- 
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m(f )  = i. Done les sommets adjacents au sommet gdans l'arbre ont des 6tiquettes 
sup6rieures ou 6gales fi i. 
• R6ciproque: Pour i > 0, supposons par l'absurde qu'un sommet s = (bl, • • •, 
bk), cycle pour o, soit tel que la sous suite de brins (bil, • • •, bi,) soit un sommet g
de 0 dans S/, dont les sommets adjacents dans l'arbre ont des 6tiquettes 
sup6rieures ou 6gales ~ i. Alors pour l = 1 , . . . ,  r, e(-bi,)>i i. De plus si b est 
darts s\g, bes t  n6cessairement dans F~. Donc, b '= O(b) est 6tiquet6 j i> i. Par 
suite e ( -b )  = e(b' )=j>~i.  
On a donc montr6 que pour tout b dans s, e ( -b )  >I i. Donc s ne peut pas 8tre 
6tiquet6 i: contradiction. On a donc bien prouv6 la caract6risation des ensembles 
F,. 
(c) D6termination de o sur B,,, n > 0 (le casn = 0 se d6duit du e). 
F,, est stable par O (cf. d6monstration du Lemme 1) et 0 -1= 0 -1 sur Fn. On 
note dans la suite An = O*(Fn)= F,. 
t9--1 Is. = Ts.,r~(O~, -0 -1 )  • 
Ceci d6coule du lemme technique si l'on v6rifie que 0 -1= -0  -t n'a pas de cycle 
darts Fn. 
Si 0 -1 (et done o) avait un cycle dans F~ (n > 0) cela impliquerait que tousles 
brins d'un sommet de la carte sont dans [.-J~>0 F~ ce qui n'est pas possible (of. 
d6monstration du Lemme 2). 
(d) D6termination de o sur B~, i > 0, o 6tant suppos6e d6j~ d6termin6e sur 
I._Jj> i Bj et O sur Ui>i Ai, avec A i = ~r*F/. 
(i) Pour d6terminer A/= O*(F~), on remarque que de par la d6fmition de F/, on 
a Ai = Fii LIA~ avec A~ inclus dans C/= I._Jj>i Bj\i_Jj>~Aj (du fait que (r sature 
Uj>,Aj). 
L'algorithme suivant dStermine pour tout brin b de C~ s'il est ou non dans A~. 
E: Soit b dam Ci. On pose/~ =O-Ib = -a - l (b )  (o -I est connu sur i,_Jj>iBj). 
- Si/~ est darts F~ alors b appartient fi A t. 
- Si/~ est dam Ci, alors on recommence avec/~ (aller en E). 
- Si/~ n'appartient pas h F~ tJ C~ alors il est dans S t et donc b n'appartient pas 
A~. 
Remarque  4. On ne peut pas avoir de cycle pour 0 -1 (done pour O) dans Ci; ce 
cycle serait une face f de la carte dont tous les brim auraient une 6tiquette 
sup6rieure ou 6gale ~ i + 1: soit re(f) >~ i + 1. Done, les brins 6tiquet6s par m(f )  
darts cette face devraient appartenir a Fro(f), ce qui n'est pas puisque Ci N Fro(f) est 
vide. Par suite, l'algorithme ci-dessus termine. 
(ii) On a O~ = TF,..4,(O~ 1, --o-1); 
-o  -~ n'a pas de cycle sur A~ par d~finition mSme de A~. 
(iii) On a 1, -0 -1 ) ;  
-0  -1 n'a pas de cycle sur F/(cf. (e)). 
(e) DSterminat ion  de o sur Bo = F0. 
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Les points (i) et (ii) du cas g6n6ral (cf. (d)) sont inchang6s. On conclut avec 
- -1  __  - - -1  oIB o - -a  surBo. 
On a donc prouv6 l'injectivit6 recherch6e. 
(2) La surjectivit6 de l'application qui h une carte planaire associe un arbre 
bien 6tiquet6 r6sulte du fait que ces deux ensembles sont en bijection (cf. [1]). 
On peut 6galement la prouver directement ~l'aide des formules de reconstruction 
de cr ~ partir de 0 6tablies au (1). [] 
3. Bijection entre hypercartes planaires et arbres tr~s bien 6tiquet~s 
3.1. D#finitions 
On note Zm += Zm tq ~ et Zm = Zm fq (-N). Une hypercarte st un couple (a, a) 
de permutations op6rant sur Z~ (ensemble des brins), tel que le groupe engendr6 
par {tr, a} op6re transitivement. Les orbites de cr (resp a, a-ltr) sont les sommets 
(resp ar~tes, faces) de l'hypercarte. 
Le genre de l'hypercarte (tr, a) sur Zm +est d6fini par 
g(a, a) = 1 +½(m - Z (a )  - Z (a ) -  Z (a - la ) ) .  
Le genre d'une hypercarte st un entier positif ou nul. S'il est nul, l'hypercarte est 
dite planaire. 
Hypercarte planaire pointde 
Deux hypercartes planaires (tr, a) et (tr', a') sur Zm +sont isomorphes, 'il existe 
une permutation ). sur Zm +telle que 
Z(1) = 1, Ztr = o'Z, 
Une hypercarte planaire point6e 
isomorphisme. Le brin 1 et son sommet initial sont dits point6s. 
Aa =a 'L  
est une classe d'6quivalence modulo cet 
3.2. Reprdsentation d'une hypercarte par une carte 
On rappeUe ci-dessous, dans nos notations et de fa~on ~ d6crire compl~tement 
la bijection entre hypercartes planaires point6es et arbres tr~s bien 6tiquet6s 
point6s, la repr6sentation d'une hypercarte par une carte bipartie, donn6e par 
Walsh (cf. [3]). Voir l'exemple n fin de paragraphe. 
Proposition 1. (1) Soit H = (or, a) une hypercarte planaire sur Z +. On ddfinit la 
permutation p sur Zm par 
p = oc o a -1 o o o ocsurZmetp  =asurZ+m, 
oft oc est ddfinie sur Z m par oL(b ) = -b .  Alors C = (t9, o 0 est une carte planaire sur 
Zm, telle que p sature Z + et Zm. 
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(2) L'application ddfinie au (1) est une bijection, notde O, de l'ensemble ~(m des 
hypercartes planaires, sur Z~, sur l'ensemble qgr~ des cartes planaires (p, o:) sur Z,, 
telles que'p sature Z+~ et Z~. 
D~monst ra t ion  
(1) (i) C'est une carte. En effet sur Z +, on a a =p et cr = (p o 12") 2. Donc pour 
tous bl et b E dans Z +, il existe un 616ment g du groupe engendr6 par {p, re} tel 
que b E = g(bO. On en d6duit la transitivit6 de ce groupe. 
(ii) La carte C = (p, cQ est planaire. En effet: 
- Z(p) = Z(a) + Z(a- lo)  (6vident par la d6finition de p), 
- p est une permutation de Zm qui 6change Z + et Z~. De plus, sur Z +, 
p2= a. Doric Z~)  = Z(P~z=) = Z(a).  
On en d6duit que g(p, tr) = l{m + 2 - Z(p) - Z~)}  = g(o, a) -- 0. Donc la carte 
C est planaire. 
(iii) Le fait que p sature Z + et Z~ est 6vident par la d6finition de p. 
(2) L'application r6ciproque de 0 associe h toute carte (p, or) de ~,,,, 
l 'hypercarte (tr, a) d6finie sur Z + par 
a =plz +. et o = (402)]Zm + 
La transitivit6 du groupe engendr6 par {t r, a} et la nullit6 du genre de cette 
hypercarte se d6duisent de celles de (p, a~). [] 
Soit q~,,, l 'ensemble quotient de c~ m par la restriction ~ c~,~ de la relation 
d'6quivalence introduite au (1.4). 
Propos i t ion  2. (1) c~ m peut ~tre caractdrisd comme l'ensemble des cartes planaires 
pointdes dont l'ensemble des sommets est partagd en deux familles de sommets, 
deux sommets adjacents n'appartenant pas ?z la m~me famille (propridtd compatible 
avec la relation d'dquivalence). 
(2) L'ensemble ~m des hypercartes planaires pointdes gt m brins est en bijection 
avec l'ensemble c~ m. On note 0 cette bijection. 
D6monst ra t ion .  (1) Pour une carte de c~,,,, les deux types de sommets sont 
respectivement d6finis par les cycles de p dans Z + et par les cycles de p dans ZT,. 
Deux sommets du m~me type n'6tant pas adjacents. La classe d'6quivalence 
d'une carte de c¢ m v6rifie donc la propri6t6 annonc6e. 
R6ciproquement, dans une carte planaire point6e telle que deux sommets 
adjacents n'appartiennent pas ~ la m~me famille, il y a autant de brins issus d'un 
type de sommets que de l'autre. On 6tiquette par les 616ments de Z + les brins 
issus des sommets du m~me type que le sommet point6 (le brin point6 6tant 
6tiquet6 1). Les autres brins 6tant d'ottice 6tiquet6s par ZT,,, la carte combinatoire 
ainsi d6fmie est bien dans qCm" 
(2) I1 reste ~ v6rifier que la bijection 0 (cf. Proposition 1) passe au quotient, 
dormant le r6sultat annonc6. 
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- Si//1 et / /2 sont deux hypercartes i omorphes par la permutation Z sur Z,~, 
O(H1) et 0(//2) sont isomorphes par la permutation q9 sur Zm d6fmie par tp = 2 sur 
Z~ q9 = or o 2 o or sur Z~. Donc 0 passe au quotient d6finissant une application 0' 
de ~,,, sur c~,,,. 
- R6ciproquement, si tp est une permutation sur Zm rendant isomorphes C1 et C2 
deux cartes dans c¢,,,, alors ~ sature Z + et ZT~ et ~lzz est un isomorphisme entre 
0-1(C1) et 0-1(C2). Done 0 est injective. [] 
3.3. TheorY.me fondamental 
Th£~r~me 2. L'application qui a une hypercarte planaire point~e t t  associe l'arbre 
bien #tiquetd point# 2F(0(~)) associd ~ la carte planaire point#e O(IZl) est une 
bijection de l'ensemble des hypercartes planaires pointdes ur l'ensemble des arbres 
trds bien dtiquet#s point,s. Le nombre de brins dans l'arbre est double de celui de 
l' hypercarte planaire associde. 
D6monst ra t ion .  I1 suffit de v6rifier que T met en bijection qg,,, et l'ensemble des 
arbres tr6s bien 6tiquet6s ~ rn arStes. Cela r6sulte dela d6finition de la fonction e 
qui 6tiquette les sommets d'une carte C de ~,,,; les sommets de la famille du 
sommet point6 seront 6tiquet6s pairs et les autres impairs. Par suite toute ar~te 
dans ~r~ 6tant incidente h deux sommets de types ditf6rents aura ses brins 
6tiquet6s pair pour l'un, impair pour l'autre. L'arbre associ6 sera donc tr6s bien 
6tiquet6. La r6ciproque st 6vidente. [] 
Exemple. Consid6rons l'hypercarte planaire (a, a) (repr6sent6e n traits pleins 
ci-dessous) d6fmie sur Z~0 par 
a = (1)(2)(3, 5)(4, 10, 7, 8)(6, 9), 
a = (1, 2, 3, 4)(5, 6, 7, 8)(9, 10). 
On lui associe la carte planaire (p, or) (repr6sentEe en traits pointill6s) d6fmie sur 
Zlo par 
p = (1, 2, 3, 4)(5, 6, 7, 8)(9, 10)(-1, -4, -9, -5,  -2 )  
( -3,  -8 ) ( -6 ,  -10)(-7) .  
On 6tiquette les sommets de cette carte par la notion de distance e indiqu6e au 
Paragraphe 2. (ef. Fig. 3). L'arbre tr~s bien 6tiquet6 (O, or; e) est alors 
O = (1)(2)(3)(4)(-5)(-3, -8)(8, 5, 6, 7)(-7) 
(-6, -10)(10, 9)(-1, -4,  -9,  -2). 
Remarque 5. Consid6rons les deux op6rations g6om6triques suivantes. 
- La  premiere  cons is te  ~ ins6rer un  sommet  au 'mi l l ieu'  de toute  ar~te d 'une 
carte planaire point6e et transforme de fafon 6vidente cette carte planaire point6e 
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en une carte planaire point6e bipartie (c'est ~ dire en une hypercarte planaire 
point6e, en appliquant 0). 
-Dans  la seconde, on multiplie les 6tiquettes d'un arbre bien 6tiquet6 par deux 
et l'on insure au 'milieu' de ehaque ar&e de l'arbre, un sommet auquel on donne 
l'6tiquette impaire interm6diaire (resp. imm6diatement sup6rieure) aux 6tiquettes 
paires de son p6re et de son ills dans l'arbre, si celles-ci sont diff6rentes (resp. 
6gales). On associe ainsi ~t tout arbre bien 6tiquet6 point6 un arbre tr~s bien 
6tiquet6 point6. 
Intuitivement, la bijection ]P reeherch6e ntre cartes planaires point6es (resp. 
hypercartes planaires point6es consid6r6es comme cartes planaires point6es 
biparties), et arbres bien 6tiquet6s point6s (resp. tr~s bien 6tiquet6s point6s), 
devait commuter avec les deux transformations g6om6triques ei-dessus. Or, 
ajouter un sommet an milieu de chaque ar~te d'une carte planaire point6e a pour 
effet de multiplier par deux les distances des sommets initiaux de la carte au 
sommet point6. Tout sommet ins6r6 est alors h distance impaire, interm6diaire ou 
imm6diatement sup6rieure aux distances paires des extr6mit6s de l'ar~te dont il 
est le 'milieu', suivant que ces derni~res ont diff6rentes ou 6gales. On constate 
done que, par cette op6ration d'insertion de sommets, la modification de la 
fonction distance dans la carte est identique ~ la modification attendue de la 
fonction d'6tiquetage de l'arbre. 
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C'est partir de cette constatation qu'a 6t6 imagin6e la bijection T associ6e 
l'6tiquetage de la carte utilisant la notion de distance. 
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